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Capitulo 1

Distancias estrella-estrella y
excentricidad del sextante

1.1. Introduccion

Cuando pensamos en el uso del sextante inmediatamente nos viene a la cabeza la medida de la altura de
un astro para obtener una linea de posiciéon (una recta de altura). Si pensamos en otros usos del sextante se
nos ocurre la medida del &ngulo entre el horizonte y la visual a un faro para obtener, por simple trigonometria,
la distancia al faro a partir de su altura sobre el nivel del mar proporcionada por el Libro de Faros. O también
pensamos en medir un angulo horizontal con el que obtener otra linea de posicién sobre la carta. Pero hay
més posibilidades para entretenernos con nuestro sextante. Una de ellas es medir distancias angulares entre
astros en el cielo. Esa es la base de la apasionante técnica de las distancias lunares para obtener la hora TU
a partir de la distancia angular entre la Luna y otro astro convenientemente elegido (véase el curso sobre
distancias lunares en este mismo sitio web).

En esta ocasién quiero hablar de la medida de distancias angulares estrella-estrella y de algunas de sus
posibles utilidades. En este primer Capitulo discutiremos como corregir la distancia estrella-estrella medida
para tener en cuenta el efecto de la refraccion de la luz al atravesar la atmosfera terrestre y obtener entonces
la distancia estrella-estrella verdadera. También aprenderemos a calcular esa distancia verdadera a partir de
los datos del Almanaque Nautico de forma que podamos comparar con el resultado de nuestra medida. Esa
comparacién nos permitira una primera utilidad interesante de este tipo de medidas que es determinar con
mucha maés precision de lo habitual el error de indice del sextante y su excentricidad (pronto veremos que es
la excentricidad de un sextante). Una magnifica manera de sacarle partido a nuestro sextante incluso desde
casa, desde la terraza o mirando por una ventana...

El error instrumental del sextante al que estamos acostumbrados es el error de indice F;. Para practicar
navegacion astronémica tenemos que saber determinar el error de indice del sextante, especialmente si
utilizamos sextantes de plastico en cuyo caso debemos comprobarlo siempre antes de cada medida. La
manera habitual de determinar el error de indice es alinear las imagenes directa y reflejada del horizonte (o
hacerlas coincidir completamente superpuestas si utilizamos un sextante con un espejo todo horizonte). La
lectura del sextante cuando las imégenes coinciden es el valor de E; (con el signo adecuado segin que la
lectura sea hacia la derecha o hacia la izquierda del cero). Este procedimiento para determinar el error de
indice es suficiente para el uso habitual del sextante consistente en medir la altura de un astro para obtener
una recta de altura. La precisién obtenida para F; es de, mas o menos, 0.5’ o algo mejor, dependiendo de
lo finos que seamos. Pero, ;podemos mejorar ese resultado?. Y, més importante aiin, no hay nada que nos
garantice que el error de indice asi determinado (que es vélido cuando medimos 4ngulos muy pequenos) sea el
mismo que tenga el sextante cuando medimos otros Angulos mayores como, por ejemplo, 40°, 60°, 80°,.... Un
error de indice diferente a lo largo del limbo es lo que se llama excentricidad del sextante y su determinacion
es muy importante para aplicaciones como las distancias lunares donde la precision en la medida afecta a la
calidad del resultado final de manera crucial.

La distancia entre dos estrellas cambia muy lentamente debido al movimiento propio de las estrellas
y a la aberracion, un fenémeno éste que se puede utilizar para realizar algin bonito experimento con el
sextante como explico en los Capitulos siguientes. La distancia entre dos estrellas que midamos con el
sextante s6lo ha de ser corregida por refraccion (ademés de por error de indice, obviamente) para obtener
la correspondiente distancia estrella-estrella verdadera que seria la que observariamos desde el centro de
la Tierra supuesta transparente y sin atmosfera. Pero, a su vez, esa distancia estrella-estrella verdadera
puede predecirse con exactitud sin mas que anotar la hora TU de la observacion. Con los datos consignados
en el Almanaque Nautico para cada una de las dos estrellas en el momento exacto de la observacion, el



calculo de la distancia verdadera es, como veremos més abajo, muy sencillo. Asi que la idea es la siguiente:
ajustamos el sextante siguiendo el método tradicional, eliminando el error de indice para angulos muy
pequenos haciendo coincidir las dos imagenes del horizonte. Medimos entonces distintas distancias estrella-
estrella, corregimos esas distancias por refraccion (explicaré seguidamente cémo hacerlo) y comparamos
con la distancia verdadera correspondiente (que también explicaré méas abajo como calcular). La diferencia
entre ambas es el error de indice del sextante correspondiente al dngulo medido. Repitiendo el proceso con
diferentes estrellas que se encuentren a diferentes distancias podemos construir una completa tabla de errores
de indice de nuestro sextante en funcién del angulo medido. Por supuesto, medir una distancia estrella-estrella
requiere practica. Mucha maés practica que para tomar una altura del Sol decente. Cada medida de la distancia
tendra que hacerse repetidamente, 5 6 6 veces seguidas, anotando el instante TU exacto de cada medida y la
correspondiente distancia angular leida del sextante. Promediaremos entonces las medidas y utilizaremos los
promedios de la distancia y de los tiempos como tnica medida. Si queremos tener ciertas garantias de que
seremos capaces de utilizar el método de las distancias lunares para determinar la hora con cierta fiabilidad,
debemos ser capaces de hacer medidas de distancias estrella-estrella con precisiones mejores que 0.5 minutos
de arco.

1.2. CAlculo de la distancia verdadera estrella-estrella

Este es un simple problema de trigonometria esférica. La situacion se representa en la siguiente figura
1.1.

Figura 1.1: Calculo de la distancia estrella-estrella verdadera a partir de los datos obtenidos del Almanaque
Nautico.

Asi que la distancia D, es el lado de un triangulo esférico del que conocemos el angulo opuesto (que es
la diferencia de horarios en Greenwich de ambas estrellas) y los otros dos lados (que son las codeclinaciones
de las estrellas). Ademaés, puesto que la medida se hace en un instante TU dado, la diferencia de horarios
coincide con la diferencia de angulos sidéreos de ambas estrellas. Aplicando el teorema del coseno obtenemos
directamente la distancia calculada:

cos D, = cos Asq cos Asy + sin Asq sin Asy cos AAg (1.1)

donde AAg es la diferencia de dngulos sidéreos de ambas estrellas y las codeclinaciones las definimos
con respecto al Polo Norte celeste (asi que serd 90° — ¢ si la estrella tiene declinacion norte y serd 90° + ¢
si la estrella en cuestiéon tiene declinacién sur, independientemente de en qué hemisferio nos encontremos
nosotros).



1.3. Correcciéon por refracciéon de la distancia estrella-estrella ob-
servada

La refraccion de la luz al atravesar las distintas capas de la atmosfera terrestre ocasiona que la trayectoria
del haz luminoso procedente de la estrella se curve haciendo que veamos la estrella a una altura mayor de
lo que realmente esta. Asi que ambas estrellas nos aparecen en el cielo a mayor altura de la que en realidad
estan. La distancia que medimos entre ellas es, por tanto, diferente de la real. La situacién es la representada
en la figura 1.2.

Figura 1.2: Correccién de la distancia estrella-estrella por refraccion.

He representado por d la distancia que medimos con el sextante y por D (en rojo) la verdadera distancia,
la que debe coincidir con la calculada en la seccién anterior. C's; y C's2 son los complementarios de las alturas
medidas (es decir, sin corregir por refraccion). AZ es la diferencia entre los azimutes de ambas estrellas. Si
en el tridngulo esférico que tiene por vértices el cenit y las dos estrellas antes de corregir sus alturas por
refraccién aplicamos el teorema de los cosenos, obtenemos:

cosd = cos Cg1 cos Cgo + sin Cg1 sin Cgo cos AZ (1.2)

Pero,
051 =90° — ai, ng =90° — a9
donde al y ag son las alturas medidas (antes de corregirlas por refraccion) de la estrella 1 y de la estrella
2, respectivamente. Teniendo en cuenta que cos(90° — a) = sina y que sin(90° — a) = cosa para cualquier

angulo a menor de 90° (como es el caso de las alturas), podemos reescribir la ecuacién de arriba como:

cosd = sinaj sinas + cosaj cosas cos AZ (1.3)

de donde despejamos para obtener:

cosd — sin aq sin as
cosAZ =

(1.4)
COS G COS G2
Por otra parte, si llamamos A; y Ao a las alturas verdaderas de las estrellas (es decir, a; y as corregidas
por refraccién), podemos escribir una ecuacion exactamente igual a la ecuacion (1.3) sustituyendo d por Dy
a1y ag por Ay y As, respectivamente, sin mas que utilizar ahora el tridangulo esférico que tiene por vértices
el cenit y las estrellas en sus posiciones verdaderas (en lugar de en sus posiciones aparentes como hicimos
para obtener la ecuacion (1.3)). Se aplica de nuevo del teorema de los cosenos y obtenemos:



cos D = sin A sin Ay + cos Ay cos Ag cos AZ (1.5)

Ahora sustituimos en esta ecuacion el cos AZ por la expresion (1.4) con lo que obtenemos:

. . cosd — sin aj sin as
cos D = sin Aq sin Ay + cos A; cos As (1.6)
COS @1 COS G2

que es la expresion necesaria para obtener la distancia estrella-estrella verdadera a comparar con la calculada
a traves de la ecuacion (1.1).

Como vemos, la correccion por refraccién de la distancia estrella-estrella no es una simple resta como
ocurre con la correccién de la altura de una estrella. Para obtener D necesitamos tanto las alturas aparentes
a1 y az como las alturas verdaderas A; y A,. Las alturas aparentes podemos medirlas con el sextante
en el momento de la medida de la distancia estrella-estrella. El procedimiento correcto seria el siguiente:
Medimos a; y a2 (anotando ambas). Seguidamente hacemos las tres, cuatro o cinco medidas seguidas de
la distancia estrella-estrella y, finalmente volvemos a mediar a; y as. Entonces promediamos las distancias
estrella-estrella y las medias de a1 y las de as quedandonos con tres valores: a;, as y d. Ahora corregimos a;
y ag por depresion del horizonte y por refraccion (utilizamos las tablas del Almanaque Néutico o la expresion
de la correccién R por refraccién que encontraras en el curso en linea sobre distancias lunares) obteniendo A,
y As. Utilizamos entonces la expresion anterior y calculamos la distancia verdadera D. El inconveniente de
este procedimiento es que necesitamos ver el horizonte con el fin de medir las alturas. Como en esta ocasion
estamos interesados en la cuestion de la distancia estrella-estrella y no en las alturas, lo que podemos hacer
es no medir las alturas sino calcularlas a partir de los datos del Almanaque, nuestra situacion exacta (que
supondremos conocida) y la hora TU de la observacion (que hemos anotado porque la necesitamos para el
calculo de la distancia D verdadera segtn he explicado més arriba). Resolviendo el correspondiente tridngulo
de posicion obtenemos asi las alturas verdaderas en primer lugar, A; y As, y ahora obtenemos las alturas
aparentes aplicando la correccién por refraccion al revés, es decir, sumando R a Ay y As.

Con lo explicado en este Capitulo ya tienes todos los ingredientes necesarios para construir una tabla
de errores de indice de tu sextante, midiendo con mucha paciencia distancias estrella-estrella. Se requiere
mucha practica para hacer este tipo de medidas con precisién de modo que es fundamental repetir medidas
de distancias estrella-estrella del mismo orden muchas veces antes de asignar un error de indice a una
determinada zona del limbo del sextante pero, como habrés visto, la teoria y los célculos necesarios son muy
sencillos.

En los Capitulos siguientes propondré un bonito experimento a realizar midiendo con el sextante una
distancia estrella-estrella, en concreto, la medicién de la velocidad de la luz. Se requiere un buen conocimiento
del fenémeno de la aberracion estelar antes de poder abordar ese experimento de modo que empezaremos
por un estudio de la aberracién en el siguiente Capitulo.



Capitulo 2

Aberracion estelar

2.1. ;En qué consiste la aberracién estelar?

Supongamos una estrella distante que podemos considerar fija (su movimiento propio es despreciable
debido a la enorme distancia a la que se encuentra de nosotros). Si la Tierra se encontrase también fija en
el espacio, la direccién de la luz que nos llega de la estrella seria, evidentemente, la que une ambos astros
(estamos suponiendo que no hay atmésfera y, por tanto, no hay refracciéon). Sin embargo, la Tierra describe
su trayectoria alrededor del Sol dando una vuelta en un afo. Eso significa que la Tierra se desplaza por el
espacio a una velocidad v. Por otra parte, la luz que nos llega de la estrella viaja a su vez por el espacio a la
velocidad ¢, la velocidad de la luz en el vacio (aproximadamente 300,000 km/s). La direccion aparente con la
que vemos llegar la luz de la estrella (y, por tanto, la direccién a lo largo de la que hemos de mirar para ver la
estrella) seré el resultado de la composicion (composicion vectorial pues estamos manejando velocidades) de
ambas velocidades. Estrictamente hablando, esta composicion de velocidades ha de hacerse de acuerdo con
la Relatividad Especial puesto que una de las velocidades que interviene no es despreciable comparada con
la velocidad de la luz. En otras palabras, la aberracion estelar es un fenémeno relativista y si uno quiere ser
riguroso como tal ha de ser tratado. Pero eso seria demasiado complicado y queda fuera del objetivo de este
articulo. Asi que nos vamos a limitar aqui a un tratamiento clasico del problema, suficiente para entender lo
que pretendemos (y exacto a orden mas bajo en v/c como quedara de manifiesto mas adelante).

T \e

( f‘. vt
‘ I\

oy Movimiento de la Tierra
Figura 2.1: En un intervalo de tiempo ¢, mientras la luz procedente de la estrella viaja una distancia ct, la
Tierra se ha desplazado una distancia vt a lo largo de su orbita. La figura no esta dibujada a escala ya que
en realidad ct es muchisimo mayor que vt.

La figura 2.1 muestra la situacién de manera esquemética. Durante un intervalo de tiempo dado ¢ la luz
procedente de la estrella viaja una distancia ct mientras que el observador se ha desplazado una distancia vt
a lo largo de la érbita de la Tierra. Evidentemente la figura no esta dibujada a escala puesto que ct >> vt.
De esta manera, la direccion aparente en la que el observador ve a la estrella forma un angulo 6’ con la



direccién de movimiento de la Tierra en lugar de formar el &ngulo 6 que corresponde a la verdadera direcciéon
en la que se encuentra la estrella y en la que la veriamos si la Tierra estuviese estacionaria en el espacio, es
decir, en cada momento a lo largo de la trayectoria anual de la Tierra, el efecto de la aberracion consiste
en un desplazamiento de la posicién aparente de la estrella (la posicion que vemos desde la Tierra) con
respecto a la posicién verdadera, desplazamiento que es en cada momento en la direccion de la velocidad
de traslacién de la Tierra. La idea intuitiva es muy simple. Es la misma situacién que tiene lugar cuando
andamos bajo la lluvia (sin viento de modo que la lluvia cae verticalmente). Si nos encontramos parados bajo
la lluvia tendremos que poner el paraguas directamente sobre nuestra cabeza. Pero si corremos, tendremos
que inclinar el paraguas hacia adelante, en la direcciéon de nuestro movimiento, para evitar mojarnos. Y
tendremos que inclinar maés el paraguas cuanto mas rapido corramos.

Vamos a estimar ahora el tamano de este efecto que podemos cuantificar como la diferencia 6 — 6.
Aplicando el teorema de los senos en el tridngulo (tridngulo plano) de la figura 2.1 obtenemos,

sin(@ — ')  sin¢’
vt et

Puesto que vt << ct, 6’ y 0 son en realidad muy parecidos asi que en el segundo miembro de la ecuacién
anterior podemos sustituir ¢’ por  sin introducir un error significativo. Ademas, la diferencia 6 — 6" es muy
pequenia de modo que podemos aproximar sin(f—6") ~ § — 6’ (por supuesto, con § — 8’ expresado en radianes
en el segundo miembro de esta igualdad). Entonces,

0 — 0 ~ "sing = ksin. (2.1)
&

Como vemos, el efecto es proporcional a kK = v/c , la llamada constante de aberracién. Podemos
estimar facilmente el valor promedio de k teniendo en cuenta que la Tierra da una vuelta alrededor del Sol
en 1 ano. Supongamos que la 6rbita de la Tierra es circular y de radio igual a la distancia media Sol-Tierra
(1 unidad astronémica = 1,49598 x 10® km). La distancia recorrida por la Tierra en un afio es entonces la
longitud de ese circulo lo cual da una velocidad media de traslacion de v = 29,8 km/s. Teniendo en cuenta
que la velocidad de la luz es ¢ = 299792, 458 km /s, obtenemos que k = 9,94 x 10~° radianes o, lo que es lo
mismo, k = 20,5 segundos de arco.

&

Figura 2.2: Esfera celeste vista desde el polo norte de la ecliptica.

2.2. Efecto de la aberraciéon sobre las coordenadas de la estrella

Queda claro de la secciéon anterior que, por efecto de la aberracion, veremos a la estrella desplazada
ligeramente sobre la esfera celeste con respecto a la posicién en que la veriamos si la Tierra estuviese
estacionaria en el espacio. Por tanto, las coordenadas celestes (ascension recta y declinacion) aparentes de la
estrella (las que nosotros vemos desde la Tierra) son diferentes de las verdaderas. ;jHacia dénde tiene lugar
ese desplazamiento de la posicion aparente de la estrella sobre la esfera celeste? Pues también estéa claro de
la seccion anterior que el desplazamiento es, en cada momento, hacia el punto F de la esfera celeste al que
apunta el movimiento de traslacion de la Tierra en ese momento (ese punto se llama el apez). Determinemos
entonces ese punto.



Supongamos inicialmente que la 6rbita de la Tierra es circular (veremos después qué efecto tiene el que
en realidad la 6rbita sea eliptica en lugar de circular). La figura 2.2 muestra la esfera celeste vista desde
arriba, desde el polo norte de la ecliptica (K en la figura 2.3). El circulo azul es la 6rbita terrestre (supuesta
circular). El circulo negro es la ecliptica. Puesto que el radio del circulo y la tangente en un punto son siempre
perpendiculares, resulta que sobre la esfera celeste el apex serd en cada momento el punto de la ecliptica que
estd exactamente 90° detras del Sol en ese momento. Por tanto, el efecto de la aberracién sobre la posicién
de una estrella en la esfera celeste es el representado en la figura 2.3.

Eclipticd

Figura 2.3: Efecto de la aberracion estelar sobre las coordenadas celestes de una estrella.

Una estrella en la posicion verdadera representada en rojo intenso en la figura 2.3 serd observada en la
posicién dibujada en rojo més tenue en esa misma figura. Es también evidente de esa figura que la manera
mas sencilla de estudiar cuantitativamente este efecto serd ver céomo varian las coordenadas eclipticas
de la estrella (), 3), llamadas longitud ecliptica y latitud ecliptica de la estrella, respectivamente, y
definidas por los angulos (ambos medidos en grados) indicados en la figura 2.3. La latitud ecliptica varia
desde —90° hasta +90° mientras que la longitud ecliptica lo hace desde 0° hasta 360° (se mide desde el
punto vernal hacia el este a lo largo de la ecliptica). Es obvio que para el Sol su latitud ecliptica es siempre
cero mientras que su longitud ecliptica aumenta monotonamente con el tiempo. Asimismo, las coordenadas
eclipticas del apex son § = 0° y A = Ao — 90°, donde Ag es la longitud ecliptica del Sol. Conocidas las
coordenadas eclipticas de un astro es muy sencillo obtener sus coordenadas ecuatoriales (ascensiéon recta «
y declinacion §) o viceversa. En efecto, basta con tener en cuenta el tridngulo esférico cuyos vértices son P,
K y el astro. Los lados de ese tridngulo tienen los siguientes valores (como es obvio de la figura 2.3):

KP = ¢
P —estrella = 90° -6
K —estrella = 90° -0 (2.2)

mientras que sus angulos en los vértices K y P son

90° — X
= 90°+a (2.3)

v =)
\

con la ascension recta o medida en grados como es obvio. Con estos datos y los teoremas de la trigonometria
esférica resulta trivial pasar de unas coordenadas a otras.

Asi que en el estudio de la aberracién estelar utilizaremos coordenadas eclipticas. En la figura 2.4 repre-
sentamos la situacién en detalle. En esa figura hemos llamado X a la posicién verdadera de la estrella, de
coordenadas (\,3) y X’ a la posicion aparente, desplazada de X debido a la aberracion, de modo que las
coordenadas de X' son (A + AX, G+ Af).



Figura 2.4: Efecto de la aberracion estelar sobre las coordenadas celestes de una estrella. Detalle.

El arco XX’ es el desplazamiento de la posicion de la estrella debida a la aberracién. Su valor es, de
acuerdo con la figura 2.1, 6 — 6" | es decir, segtin hemos visto en la seccion anterior, ksin6, siendo k la
constante de aberracién. Definimos el punto auxiliar U de modo que XU es un pequeno arco de un circulo
menor que pasa por X y cuyo centro es el polo norte de la ecliptica K. Eso define los arcos UX y UX'.
Puesto que UX’ es un trozo de circulo maximo (de meridiano en en el sistema ecliptica-polo de la ecliptica
K) alo largo del cual se mide la latitud ecliptica, resulta que UX’ = —Af (el signo menos se debe a que la
aberracion hace disminuir la latitud ecliptica). Por contra, el arco UX es un trozo de paralelo en el mismo
sistema. Su longitud ser4, por tanto, el correspondiente apartamiento (como si de un simple calculo de estima
se tratara), es decir, UX = A\ cos (.

Puesto que la aberracion es un efecto muy pequetio (es decir, X X’ es, como maximo, 20,5”), el tridngulo
XUX’ es muy pequeno y podemos considerarlo un tridngulo rectdngulo plano. Aplicando trigonometria plana
en él obtenemos entonces:

UX = XX cosU = ksinfcos¥

UX' =XX'sinU = ksinfsin U

En otras palabras, teniendo en cuenta los resultados del parrafo anterior para UX y UX' resulta que:

AMXcos 3 = ksinf cos ¥

AB = —ksinfsin U (2.4)

Como es natural, queremos calcular los desplazamientos A\ y AS en términos de la constante de aber-
racion y de las coordenadas verdaderas de la estrella (A, ), es decir, hemos de conseguir eliminar de las
expresiones anteriores los angulos # y W. Para ello haremos uso del tridngulo esférico K X F. Tengamos en
cuenta que en este tridngulo, de acuerdo con la figura 2.1, se tiene que X F = 6. Por tanto, aplicando el
teorema de los senos de la trigonometria esférica, tenemos:

sin(90° + ¥)  sinAp — )

= infcosV¥ =sin(Ar — \). 2.5
Sin(90°) sng |~ Sm0cos sin(Ap — A) (2.5)

Ahora aplicamos el teorema de los cosenos en el mismo tridngulo y obtenemos:

c0s(90°) = cos 6 cos(90° — 3) + sin € sin(90° — B) cos(90° + ¥)

O sea,



cosfsin g

0 =cosfsinf3 —sinfcosBsin¥ = sinfsin ¥ = (2.6)
cos 3
Aplicando el teorema de los cosenos de nuevo en el mismo triangulo:
cos @ = cos(90° — ) cos(90°) + sin(90° — 5) sin(90°) cos(Ap — A) = cosf = cos S cos(Ap — A).
Introduciendo este resultado para cosf en la expresion (2.6) obtenemos:
sinfsin U = cos(Ap — A)sin 8 (2.7
Sustituyendo ahora las expresiones (2.5) y (2.7) en las ecuaciones (2.4) obtenemos finalmente:
AXcos8 = ksin(Ap — \)
AB = —kcos(Ap — A)sinf3 (2.8)

Tengamos en cuenta ahora que, segin hemos visto méas arriba, Ap = Ag — 90° y puesto que sin(Ag —
A—90%) = —cos(Ag — A) y cos(Ag — A —90°) = sin(Ag — A), podemos reescribir las ecuaciones (2.8) de la
siguiente forma:

Adcosff = —kcos(Ag — A)
AB = —ksin(Ag — A)sing (2.9)

que son las expresiones finales que nos permiten obtener la posicién aparente de la estrella en un momento
dado, (A + A\, 8 + ApB), a partir de su posicion verdadera (A, 3) y de la longitud ecliptica del Sol en ese
momento A\g. Analicemos seguidamente esas expresiones.

Como he comentado més arriba, AS es directamente el desplazamiento a lo largo del meridiano en el
sistema ecliptica-polo norte de la ecliptica mientras que el correspondiente desplazamiento a lo largo del
paralelo es AXcos 3 (es decir, este es el apartamiento en el sistema ecliptica-polo norte de la ecliptica). En
otras palabras, si elegimos un sistema de coordenadas (z,y) local, centrado en la posicion verdadera de la
estrella, con el eje = paralelo a la ecliptica y el eje y perpendicular a ella, resulta que las ecuaciones (2.9) nos
dicen que la posicion aparente de la estrella se encuentra desplazada, por efecto de la aberracion, desde su
posiciéon verdadera las siguientes cantidades medidas en ese sistema de coordenadas:

x = —kcos(A\p — M)
= —ksin(Ag — A)sin

que podemos reescribir como:

22
== cos?(Ag — A)
y? 2
m = Ssin (A@ T A)
que, sumadas miembro a miembro dan lugar a:
2 2
z L 1 (2.10)

E_F k2sin? 3 =

es decir, la ecuacion de una elipse, la elipse de aberracion, de semiejes k en la direccion paralela a la
ecliptica y ksin en la direccion perpendicular a la ecliptica. En otras palabras, a lo largo de un ano, a
medida que el Sol describe una vuelta completa a lo largo de la ecliptica y, por tanto, Ag varia de 0° a 360°,
una estrella dada describe una pequena elipse, centrada en su posicién verdadera, paralela a la ecliptica y
de semieje mayor k = 20,5” en la direccién paralela a la ecliptica y semieje menor 20,5’ sin 3 en la direccién



perpendicular a la ecliptica, siendo 3 la latitud ecliptica verdadera de la estrella. Obsérvese que el semieje
mayor de la elipse de aberraciéon no depende para nada de la posicion verdadera de la estrella, de modo que
es el mismo, k, para todas ellas. El semieje menor, en cambio, depende del seno de la latitud ecliptica de
la estrella de modo que ese semieje es cada vez méas pequeno a medida que la estrella tiene latitud ecliptica
menor (es decir, a medida que estd méas cerca de la ecliptica). En el caso particular de una estrella situada
sobre la ecliptica, para la que § = 0°, la elipse de aberracién se reduce a un arco de ecliptica de longitud
20,5"” a cada lado de la posicion verdadera, es decir, la estrella varia su longitud ecliptica en 41" a lo largo
de un ano.

La posicion aparente de una estrella en el cielo en un momento dado cambia con el tiempo no s6lo debido
al efecto de la aberracién sino, también, debido al hecho de que las estrellas tienen movimiento propio a través
del espacio. Es decir, lo que hemos llamado posicion verdadera (A, 8) también cambia con el tiempo debido
al movimiento propio de la estrella. Sin embargo, este movimiento propio es muy pequefio (puedes consultar
el catdlogo Hipparcos a través de las paginas de las constelaciones en este mismo sitio web para ver su
magnitud para cada estrella). Ademés los datos sobre movimiento propio de las estrellas no son enteramente
fiables debido a la enorme dificultad en su mediciéon de modo que a los efectos practicos de analizar la
posicién aparente de una estrella a lo largo de un sélo ano el movimiento propio es generalmente despreciado
achacandose todos los cambios en la posicién aparente a la aberracién. Sin embargo, para objetos mucho
mas proximos, como los planetas, el movimiento propio no puede ser despreciado puesto que es considerable
y, ademas, bien conocido. De esta manera, las observaciones astronémicas de los planetas encaminadas a
determinar su posicién han de corregirse no sélo por aberracién sino, también, por lo que se llama tiempo
de luz: en el intervalo de tiempo que transcurre entre que la luz sale del planeta y es medida en la Tierra, el
planeta se desplaza una distancia no despreciable. En el caso de los planetas, este efecto suele agruparse con
la aberracion tal como la hemos descrito (aberracion anual) dando lugar a la llamada aberracion planetaria.
En este caso, la aberraciéon anual por si sola se conoce también como aberracion estelar.

Figura 2.5: Orbita terrestre y descomposicién de la velocidad de traslacion.

Discutamos ahora, muy brevemente, el efecto de la excentricidad de la érbita terrestre. Hemos basado
nuestro analisis de la aberracion estelar en la suposicién de que la 6rbita terrestre es circular. Esa suposicion
da lugar a una k constante porque si la orbita terrestre fuese circular entonces la velocidad de traslacion
de la Tierra, v, seria constante (como obliga la ley de Keppler de velocidad areolar constante, consecuencia
directa del caracter central de la fuerza gravitatoria). Pero la orbita terrestre es eliptica con el Sol situado
en uno de los focos de la elipse, como se muestra en la figura 2.5.

La velocidad de traslacion, representada en la figura por el vector ﬁ, puede descomponerse en cualquier
instante en dos componentes, representadas por TF (perpendicular en cada momento al radio vector) y
TG (perpendicular en cada momento al semieje mayor de la elipse). Ambas componentes de la velocidad
de traslacion son constantes en modulo. Sin embargo, no es constante el angulo que forman entre si dando
lugar a una velocidad de traslaciéon de la Tierra (que es la suma vectorial de ambas componentes) que no
tiene modulo constante (como ha de ser para poder cumplir la segunda ley de Keppler y barrer areas iguales
en tiempos iguales). Si s6lo existiese la componente TF el movimiento serfa circular uniforme (como hemos
supuesto en nuestro estudio) dando lugar a una k constante. La componente TG introduce términos de
segundo orden muy pequetios (del orden de 0,3”) que si bien son independientes de la posicion de la Tierra
si dependen de las coordenadas verdaderas de la estrella. Para los propésitos de estas notas esos términos
de segundo orden son despreciables.

Para finalizar esta seccién, y a modo de curiosidad simplemente, incluiré el resultado que se obtiene si el
estudio de la aberracién se realiza utilizando coordenadas ecuatoriales en lugar de coordenadas eclipticas. El



analisis es en ese caso mucho maés farragoso y, de hecho, puesto que hemos aprendido mas arriba a pasar de
unas coordenadas a otras, deberia ser posible para el lector derivar las expresiones que pongo a continuaciéon
a partir de las ecuaciones (2.9). Utilizando coordenadas ecuatoriales el planteamiento del problema es el
mismo: una estrella en posicién verdadera («,d) es observada desplazada a la posicion (a + Acq,d + AJ)
como counsecuencia de la aberracion estelar. Se trata de obtener (Aw, Ad) en términos de («,d) y A\g que,
como antes, es el parametro que nos indica en qué momento del ano nos encontramos. El resultado que se
obtiene es:

COS (L COS A\ COSE + sinasine
Aa = -k

cosd
Al = —kJcosAgcose (tane cosd — sinasind) + cos asin dAg) (2.11)

donde € es la oblicuidad de la ecliptica.



Capitulo 3

Medir la velocidad de la luz con el
sextante

En el Capitulo anterior hemos estudiado el fenémeno de la aberracién estelar que, en resumen, significa
que una estrella dada describe a lo largo de un afio una elipse (la elipse de aberracién) centrada en su posicion
verdadera. El tamafo de esa elipse se especifica mediante sus semiejes que son k = v/c ~ 20,5” a lo largo de
la direccion paralela a la ecliptica y ksin 8 en la direccion perpendicular a la ecliptica, siendo § la latitud
ecliptica verdadera de la estrella, v la velocidad de traslaci6on de la Tierra en su orbita alrededor del Sol
y ¢ la velocidad de la luz. Ha debido quedar claro en el Capitulo anterior que la aberracién estelar es un
efecto relativista aunque podamos obtener el resultado correcto utilizando la Fisica cldsica como hicimos en
la seccién 2.1.

La idea propuesta en este Capitulo es muy simple. Si cada estrella esta recorriendo a lo largo de un ano
una elipse de semieje mayor k, la distancia entre dos estrellas dadas variara a lo largo del ano de manera
oscilante a medida que cada una de ellas recorre su elipse de aberracién. Si elegimos esas dos estrellas
convenientemente podemos hacer méxima la amplitud de esa oscilacién y el punto interesante es que en
ese caso esa amplitud méaxima es suficientemente grande como para ser perfectamente medible sin més que
repetir periddicamente la medida de la distancia entre esas dos estrellas con el sextante. Estaremos asi
midiendo un efecto relativista con un simple sextante. Obviamente, la elipse de aberracién correspondiente
a una estrella dada no podemos medirla con el sextante (no podemos medir posiciones de estrellas en el cielo
con el sextante), pero si podemos medir directamente el efecto relativista de la aberracion a través de su
influencia en la distancia entre dos estrellas dadas a medida que pasa el tiempo. Vamos a ver entonces cémo
elegimos adecuadamente dos estrellas de modo que el efecto sea lo mayor posible y facilitar asi la realizacion
del experimento.

Reescribamos las ecuaciones (2.9) de la siguiente manera:

AN
AB

—kcos(Ag — \) sec 3
—ksin(Ag — A)sin 8 (3.1)

Puesto que, segin vimos en el Capitulo anterior, estas son las ecuaciones de una elipse con semieje mayor
paralelo a la ecliptica, parece que la manera mas sencilla de conseguir la maxima variacién posible en la
distancia estrella-estrella es empezar por elegir dos estrellas que se encuentres sobre la ecliptica (de modo
que sus latitudes eclipticas sean cero). Asi el arco de circulo maximo entre ellas es un arco de ecliptica y
las ecuaciones anteriores se simplifican quedando, para cada una de las dos estrellas, AX = —k cos(Ag — )
y AB = 0. En este caso particular la distancia D, entre ambas estrellas es directamente la diferencia de
longitudes eclipticas:

Do=X+AXNg— A — AN =X — N\ + E [COS()\@ ~ )\1) — COS(/\@ - /\2)]

donde A1 y As son las longitudes eclipticas verdaderas de ambas estrellas. Si no existiese el fenomeno de
la aberracién, la distancia entre las dos estrellas seria constante e igual a Ag — A;. El segundo término,
proporcional a k, es oscilatorio y es el efecto de la aberracién estelar. Para hacer maxima la amplitud de
esa oscilacion es evidente que lo que hemos de hacer es elegir dos estrellas de modo que tengan longitudes
eclipticas que se diferencien en 180°, es decir, A\a = A; 4+ 180°. En ese caso los dos cosenos del segundo
miembro son iguales pero cambiados de signo con lo que se suman dando lugar a una oscilaciéon de amplitud
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4k = 82" es decir, la variacién entre el maximo y el minimo de D, a lo largo de un afio es de mas de un
minuto de arco, perfectamente medible con un sextante. Sin embargo, si existieran esas dos estrellas situadas
sobre la ecliptica separadas 180° no serfan tutiles para la medida pues no serian visibles simultdneamente.
Supongamos entonces que ambas estrellas se encuentran sobre la ecliptica separadas un angulo «, es decir
A2 = A1 + «. Entonces la distancia entre ambas es:

D, = a+k[cos(Ag — A1) — cos(Ag — A1 — @)] = a+k[cos(Ag — A1) — cos(Ag — A1) cosa — sin(Ag — A1) sina]

Esta ecuacion indica que si elegimos dos estrellas separadas 90° a lo largo de la ecliptica entonces la distancia
entre ellas seré,

D.=90° — k[sin(Ag — A1) — cos(Ap — A1)]

Cuando el Sol se encuentre en longitud ecliptica Ag = A1 +90° la distancia entre ambas estrellas serd minima
e igual a 90° — k. La condicién Ag = A1 + 90° significa, segin lo que vimos en el Capitulo anterior, que
la estrella 1 esta en el apex en ese momento, es decir, se encuentra en el punto de la esfera celeste al que
apunta el movimiento de traslacion de la Tierra en ese momento. Lo interesante es que el término oscilatorio
entre corchetes de esa ecuacion es una funcion sinusoidal de periodo 27 y amplitud algo menor de 3, como
se muestra en la figura 3.1 que representa la funcion sinx — cosz (téngase en cuenta que sustituir = por
x — A1 no cambia la periodicidad ni la amplitud de la funcién, solamente mueve la curva horizontalmente de
manera global).

- cos(x)

sin(x)

X (radianes)

Figura 3.1: Funcién sinz — cos x.

Es decir, que dos estrellas sobre la ecliptica y separadas entre si 90° (diferencia entre sus longitudes
eclipticas verdaderas, se entiende) darian lugar a una oscilacién en la distancia que las separa con una
amplitud de algo menos de 3k, o sea, algo menos de un minuto de arco, perfectamente medible con el
sextante. Como es evidente, no existen dos estrellas exactamente sobre la ecliptica y separadas exactamente
90°, pero si existen dos candidatas bastante proximas a cumplir esas condiciones, como se puede ver en la
figura 3.2 que muestra la carta del cielo para latitudes N medias en abril de 2006.

Como se aprecia rapidamente, dos son las estrellas facilmente visibles para ser medidas que se encuentran
muy proximas a la ecliptica: Spica y Pollux (Régulo se encuentra practicamente sobre la ecliptica pero
separada de cualquiera de las otras dos unos 45°). Asi que nuestro experimento consistira en medir la distancia
Spica-Pollux, anotando cuidadosamente la hora TU de la medida. Repetiremos esa medida digamos que 1
vez por semana durante unos meses. Representamos entonces los resultados para la distancia estrella-estrella
corregida por refraccién (como hemos visto en el Capitulo 1 de estas notas) frente al tiempo y, si nuestras
medidas han sido lo suficientemente finas, debemos obtener una distancia oscilante debido a la aberracién
estelar. Habremos entonces sido capaces de detectar un efecto puramente relativista mediante un simple
sextante. Desde nuestras latitudes Spica y Pollux son visibles desde mediados de noviembre (de madrugada
justo antes de la salida del Sol) hasta principios de junio (justo después de la puesta de Sol en cuanto el
cielo oscurece lo suficiente), el resto del afio estas estrellas estan sobre nosotros durante el dia. Por tanto es
durante la primera mitad del afio cuando podemos realizar el experimento.
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Figura 3.2: El cielo en Abril de 2006 visto desde los 40° de latitud N. Esta carta del cielo corresponde a 20
horas de tiempo universal a principios de mes.

Podemos precalcular el resultado que debemos medir, obteniendo la distancia Spica-Pollux a partir de
los datos de ambas estrellas (como hemos aprendido en el primer Capitulo de estas notas). Sin embargo, no
podemos hacer este calculo utilizando los datos del Almanaque Nautico ya que esa publicacion proporciona el
angulo sidéreo y la declinacién de las estrellas solamente el dia 15 de cada mes y, lo que es peor, redondeados
ambos a la décima de minuto de arco. Esa precisién, que es suficiente para obtener una recta de altura
suficientemente precisa, no basta para obtener una curva de la distancia Spica-Pollux suficientemente precisa.
El lector puede entretenerse en ese calculo (fue mi primer intento al pensar en este experimento) y encontraré
una distancia oscilante como se espera (los calculos del Almanaque Nautico tienen en cuenta, como debe ser,
la aberracion estelar). Sin embargo, el ruido obtenido, debido a la falta de precision en los valores del dngulo
sidéreo y la declinacién de las estrellas introducida por el redondeo, es tan grande que hace initil el calculo.
Es necesario entonces recurrir a célculos mas precisos.

Podemos utilizar por ejemplo el programa cartes du ciel (disponible en http://www.rodamedia.com). Este
programa, ademas de dibujar muy tutiles cartas del cielo a medida del usuario, proporciona las posiciones de
las estrellas (ascensién recta y declinacion) con hasta dos decimales en los segundos (de tiempo y de arco,
respectivamente), precision suficiente para nuestros propdsitos. Yo he utilizado una versién modificada para
este proposito del Almanaque Procivel, pidiéndole que escriba las posiciones con esa precision. Las posiciones
de Spica y Pollux obtenidas son las mostradas en la figura 3.3.

Con los datos de posicién de ambas estrellas ya podemos calcular la distancia entre ellas tal y como
hemos explicado en el Capitulo 1. El resultado se muestra en la figura 3.4.

Como puede observarse, el comportamiento de la distancia estrella-estrella es el esperado teniendo en
cuenta el analisis que hemos hecho més arriba para estrellas que se encuentran sobre la ecliptica y separadas
entre si 90° que es aproximadamente el caso de Spica y Pollux. La amplitud de la oscilacién es de 0,016° =
0,96', perfectamente medible con el sextante.

Puesto que Pollux y Spica no se encuentran exactamente sobre la ecliptica no podemos analizar el
resultado utilizando las ecuaciones simples de esta seccion. Por el contrario, si queremos hacer un anélisis
cuantitativo del resultado de nuestras medidas tendremos que manejar el calculo general de la distancia
entre dos estrellas situadas en (A + AX1, 81 + AB1) y (A2 + Adg, B2 + AfBs) con los desplazamientos A\
y AfB dados por las expresiones (2.9). En otras palabras, lo que podemos hacer, utilizando un ordenador y
los valores conocidos (obtenidos de un catélogo de estrellas) de las posiciones verdaderas (A1, 31) y (A2, B2)
de Spica y Pollux, es calcular el valor de k que mejor ajusta los datos medidos de la distancia entre ambas



Todos los dfas a 04:00:00 TU

Spica AS (hms) Spica Dec(® ' '') Pollux AS Pollux Dec(® " '") Fecha

13 25 28.72 -11 -11 -24.84 7 45 41.33 28 00 46.57 17 noviembre 2005
13 25 28.91 -11 -11 -25.87 7 45 41.60 28 00 46.13 24 noviembre 2005
13 25 29.07 -11 -11 -26.66 7 45 41.80 28 00 45.63 1 diciembre 2005
13 25 29.31 -11 -11 -28.04 7 45 42.07 28 00 45.32 8 diciembre 2005
13 25 29.52 -11 -11 -29.10 7 45 42.25 28 00 44.90 15 diciembre 2005
13 25 29.76 -11 -11 -30.55 7 45 42.46 28 00 44.84 22 diciembre 2005
13 25 29.98 -11 -11 -31.75 7 45 42.60 28 00 44.63 29 diciembre 2005
13 25 30.25 -11 -11 -33.42 7 45 42.78 28 00 44.76 5 enero 2006

13 25 30.49 -11 -11 -34.76 7 45 42.89 28 00 44.67 12 enero 2006

13 25 30.73 -11 -11 -36.31 7 45 42.99 28 00 45.04 19 enero 2006

13 25 30.95 -11 -11 -37.60 7 45 43.04 28 00 45.15 26 enero 2006

13 25 31.19 -11 -11 -39.19 7 45 43.10 28 00 45.66 2 febrero 2006
13 25 31.41 -11 -11 -40.48 7 45 43.11 28 00 45.83 9 febrero 2006
13 25 31.59 -11 -11 -41.77 7 45 43.08 28 00 46.48 16 febrero 2006
13 25 31.77 -11 -11 -42.84 7 45 43.03 28 00 46.74 23 febrero 2006
13 25 31.94 -11 -11 -44.05 7 45 42.98 28 00 47.41 2 marzo 2006

13 25 32.10 -11 -11 -45.03 7 45 42.91 28 00 47.62 9 marzo 2006

13 25 32.21 -11 -11 -45.84 7 45 42.79 28 00 48.29 16 marzo 2006

13 25 32.33 -11 -11 -46.55 7 45 42.69 28 00 48.46 23 marzo 2006

13 25 32.42 -11 -11 -47.23 7 45 42.56 28 00 49.03 30 marzo 2006

13 25 32.52 -11 -11 -47.84 7 45 42.46 28 00 49.10 6 abril 2006

13 25 32.55 -11 -11 -48.16 7 45 42.31 28 00 49.56 13 abril 2006

13 25 32.62 -11 -11 -48.52 7 45 42.21 28 00 49.51 20 abril 2006

13 25 32.64 -11 -11 -48.73 7 45 42.08 28 00 49.82 27 abril 2006

13 25 32.69 -11 -11 -49.01 7 45 42.01 28 00 49.66 4 mayo 2006

13 25 32.66 -11 -11 -48.93 7 45 41.89 28 00 49.84 11 mayo 2006

13 25 32.67 -11 -11 -49.05 7 45 41.85 28 00 49.55 18 mayo 2006

13 25 32.65 -11 -11 -48.88 7 45 41.76 28 00 49.58 25 mayo 2006

13 25 32.65 -11 -11 -48.93 7 45 41.76 28 00 49.25 1 junio 2006

13 25 32.58 -11 -11 -48.57 7 45 41.70 28 00 49.17 8 junio 2006

13 25 32.58 -11 -11 -48.53 7 45 41.73 28 00 48.74 15 junio 2006

13 25 32.50 -11 -11 -48.11 7 45 41.72 28 00 48.53 22 junio 2006

13 25 32.47 -11 -11 -48.00 7 45 41.79 28 00 48.12 29 junio 2006

13 25 32.37 -11 -11 -47.44 7 45 41.81 28 00 47.86 6 julio 2006

13 25 32.34 -11 -11 -47.31 7 45 41.92 28 00 47.38 13 julio 2006

Figura 3.3: Ascension recta y declinacion de Spica y Pollux obtenidas del Almanaque Procivel modificado
para que escriba los resultados con dos decimales en los segundas de tiempo y de arco en lugar de redondear
a la décima de minuto.
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Figura 3.4: Distancia estrella-estrella entre Spica y Pollux a lo largo de la primera mitad de 2006.

estrellas. Conocido el valor de k obtenemos nuestro valor experimental de ¢ a partir del valor conocido de la
velocidad de traslacion de la Tierra.



